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Resumen
Resultados del tipo Liouville en RN o en el semi–espacio RN+ pueden ser impor-
tantes para la obtencio´n de estimaciones a priori en problemas asociados en dominios
acotados, via algu´n procedimiento de blow-up. En esta presentacio´n mostramos un
resultado de no existencia de soluciones positivas de
up ≤ −∆mu ≤ Cup,
en el semi–espacio
1. Introduccio´n
Considerese el problema
−∆mu ≥ up en RN , (1)
donde 1 < m < N and m− 1 < p < N (m− 1) / (N −m). Mitidieri y Pohozaev provaron
en [5], entre otros resultados, que el problema (1) no tiene solucio´n positiva.
Por otro lado, hasta donde el autor pudo pesquisar, no hay un resultado similar en el
semi–espacio RN+ =
{
x = (x1, . . . , xN )RN : xN > 0
}
.
Este tipo de resultado puede ser u´til para demostrar resultados de existencia en proble-
mas relacionados, por ejemplo: −∆mu = f(x, u) en Ω ; u = 0 on ∂Ω, en dominios acotados,
en especial si el problema considerado no es variacional (ver por ejemplo [4], [2], [6] y sus
respectivas referencias). Usualmente esas estimaciones a priori son obtenidas usando la
llamada te´cnica de blow-up . Supo´ngase por contradiccio´n, que existe una sucesio´n (un)n,
de soluciones par el problema asociado y que adema´s se satisface que un es no acotada (en
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la norma L∞). Sea xn un punto en el que un alcanza su ma´ximo. Con ciertas hipo´tesis
para la funcio´n f , el me´todo de blow-up proporciona una solucio´n no trivial de
−∆mu ≥ up,
en RN o en el semi–espacio.
Para no permitir que ocurra el caso del semi–espacio, se asume en [2] que Ω es convexo,
f no depende de x y 1 < m ≤ 2. Estas hipo´tesis, junto con el me´todo de los planos
mo´viles, permiten obtener una solucio´n positiva de −∆mu ≥ up en RN , lo que contradice
el resultado tipo Liouville obtenido en [5].
En [6], una variacio´n de la te´cnica de blow-up es propuesta, pero la explosio´n se centra
en cierto punto y0 y no en los puntos de ma´ximo xn. Para hacer esto, el valor de las
soluciones en diferentes puntos de Ω se compara usando un tipo de desigualdad de Harnack
(ver [6], [7], [8] y [9]). Utilizando este procedimiento, el problema limite obtenido v´ıa blow-
up estara´ definido en todo RN , obteniendose de nuevo una contradiccio´n con [5].
Sin embargo, en esos resultados no es usado el hecho de que la funcio´n limite tambie´n
satisface −∆mu ≤ Cup. En este trabajo se emplean estimaciones integrales locales y de-
sigualdades de Harnack para probar que esta inecuacio´n adicional implica la no existencia
de soluciones positivas de −∆mu ≥ up en el semi–espacio (Theorem 3.1).
En la Seccio´n 2 se enuncian algunos resultados previos y en la Seccio´n 3 se prueba el
resultado de no existencia en RN+ .
2. Preliminares
Se enuncian a continuacio´n dos resultados que sera´n necesarios en la pro´xima seccio´n.
El primero es una conocida estimacio´n integral (ver [1], [6] y [8]).
Lema 2.1 Sea u una solucio´n de´bil, postiva y de clase C1 de la inecuacio´n:
−∆mu ≥ up,
en un dominio Ω ⊂ RN , donde p > m− 1. Tome r ∈ (0, p) y denote por B(.;R) una bola
de radio R de manera que B(.; 2R) este´ incluida en Ω.
Entonces, existe una constante positiva c = c (N,m, p, γ) tal que∫
B(.;R)
ur ≤ cRN−mr/(p+1−m).
Se usara´ tambie´n la siguiente desigualdad de Harnack debida a Trudinger [9].
Lema 2.2 Sea u una solucio´n de´bil, no negativa de −∆u ≥ 0 en Ω. Tome γ ∈ (0, N (m− 1) / (N −m))
y R > 0 tal que B(.; 2R) ⊂ Ω. Entonces existe C = C (N,m, γ) tal que
inf
B(.;R)
u ≥ CR−N/γ ‖u‖Lγ(B(.;2R)) .
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3. No existencia en RN+
Como ya se menciono´ en la introduccio´n, resultados de no existencia en RN o en el semi–
espacio pueden ser importantes en la obtencio´n de soluciones v´ıa algu´n procedimiento de
blow-up. Sin embargo, resultados del tipo Liouville son a menudo mas dif´ıciles de obtener
en el segundo caso.
Conside´rese el siguiente problema
up ≤ −∆mu ≤ Cup in RN+ , (2)
donde C ≥ 1. Se tiene lo siguiente.
Teorema 3.1 Asuma que m−1 < p < N (m− 1) / (N −m) . Entonces, no existe solucio´n
positiva en C1(RN+ ) para el problema (2).
Demostracio´n:
Asu´mase por contradiccio´n que u es una solucio´n positiva de (2). Sea x0 ∈ RN+ tal que
u(x0) > 0 y sea δ = d(x0, ∂RN+ ). Por translacio´n se puede asumir que x0 = (0, . . . , δ).
Debido a la continuidad de la funcio´n u, existen nu´meros δ˜ ∈ (0, δ) y k > 0 tal que
u (x) > k > 0,
para todo x en B(x0; δ˜).
Si β > 0, las funciones vβ (x) = βu
(
β(p+1−m)/mx
)
tambie´n verifican (2) y
vβ (x) > kβ,
para todo x en B(β−(p+1−m)/mx0; δ˜β−(p+1−m)/m).
Sean x ∈ B(β−(p+1−m)/mx0; δ˜β−(p+1−m)/m) y β > 1, se tiene
|x− x0| ≤
∣∣∣x− β−(p+1−m)/mx0∣∣∣+ ∣∣∣β−(p+1−m)/mx0 − x0∣∣∣
< δ˜β−(p+1−m)/m +
(
1− β−(p+1−m)/m
)
|x0|
< δ.
Es decir, B(β−(p+1−m)/mx0; δ˜β−(p+1−m)/m) ⊂ B(x0; δ).
Para poder aplicar Lema 2.2, no´tese que las funciones vβ son no negativas y satis-
facen la inecuacio´n −∆mvβ ≥ 0. Escogiendo γ de manera que (p+ 1−m)N/m < γ <
N (m− 1) / (N −m) se tiene por Lema 2.2 que
mı´n
B(x0;δ/2)
vβ ≥ cδ−N/γ
(∫
B(x0;δ)
vγβ
)1/γ
≥ cδ−N/γ
(∫
B(β−(p+1−m)/mx0;δ˜β−(p+1−m)/m)
vγβ
)1/γ
≥ ckβ(−(p+1−m)N/m+γ)/γ ,
para todo β > 1. Por Lema 2.1 se tiene para r ∈ (0, p)
cδNkrβ(−(p+1−m)N/m+γ)r/γ ≤
∫
B(x0;δ/2)
vrβ ≤ c1δN−mr/(p+1−m).
Lo que es imposible si β →∞.
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